Übung zu Betriebsprogrammierung II SS 2000 Seite 25

© 2000, Universität Erlangen Nürnberg, Informatik 4 19.6.2000 14:57

Reproduktionjeder Artoder Verwendungdieser Unterlagezu Lehrzweckenaußerhalb der Univ.Erlangen istohne Genehmigungder Autorenunzulässig

Aufgabe 8: Die analytische Methode: Mensawarteschlangen

Das Erlanger Studentenwerk denkt daran, die mittlerenWartezeiten beim Besuch der Süd-Mensa zu verkürzen. Insbesondere für die Linie1, an der sich immerdie längsten Schlangen bilden, liegen drei konkrete Verbesserungsvorschläge vor:

i) Durchorganisatorische Maßnahmen soll sichergestellt werden, daß die Abfertigung der Studenten an der Registrierkasse doppeltso schnell erfolgtwiebisher.

ii)Das gesamte Angebotder Linie1 sollauch auf der Linie4 zur Verfügunggestellt werden. Mangeht davon aus, daß sich dieStudenten danach zufälligmitgleicher Wahrscheinlichkeit auf die beiden Linien verteilen.

iii)DieRegistrierkassen fürdie Linie1 werden verdoppelt.Mangeht davon aus, daß der jeweils erste wartende Student die erste freiwerdende Kasse belegt.

a) Entwerfen Sie zu jedem der drei Vorschläge ein Warteschlangenmodell!

Sie können dabei davon ausgehen, daß die Ankunftsintervalleder Studenten (Ankunftsrateλ ) sowiedie Bearbeitungszeiten beimErstelleneines Kassenbons (mittlere Bedienzeit 1/μ) exponentiell verteilt sind.

b) Im stationären Zustand gilt der Satz von Little:

Untersuchen Sie diedreiVorschlägeunterden gemachten Voraussetzungen hinsichtlich der Verweilzeiten!

c) Welche Maßnahme würden Sie dem Studentenwerk empfehlen?

VergleichenSie die drei Vorschlägein Abhängigkeitvon der Auslastung, und versuchen Sie intuitiv die abgeleiteten Zusammenhänge zu motivieren!

Hinweis:

In einem M/M/k-FCFS - Modell gilt:

mit und mittlere Verweilzeit = mittlere Anzahl unerledigter Aufträge mittlere Anzahl ankommender Aufträge pro Zeiteinheit

E N[ ] kρ p_0 ρ kρ( ) k k! 1 ρ–( )^2

------------------------- + = p_0 1 kρ( )^k k! 1 ρ–( )

---------------------- kρ( )^i i! ------------

i 0= k 1–

∑^+

---------------------------------------------------- = ρ λ kμ ------ =

Übung zu Betriebsprogrammierung II SS 2000 Seite 26

© 2000, Universität Erlangen Nürnberg, Informatik 4 19.6.2000 14:57

Reproduktionjeder Artoder Verwendungdieser Unterlagezu Lehrzweckenaußerhalb der Univ.Erlangen istohne Genehmigungder Autorenunzulässig

Übung zu Betriebsprogrammierung II SS 2000 Seite 27

© 2000, Universität Erlangen Nürnberg, Informatik 4 19.6.2000 14:57

Reproduktionjeder Artoder Verwendungdieser Unterlagezu Lehrzweckenaußerhalb der Univ.Erlangen istohne Genehmigungder Autorenunzulässig

Lösungsvorschlag Aufgabe 8: Die analytische Methode: Mensawarteschlangen

a) Betrachtet man die Registrierkasse als Bedieneinheit,vor der die Studenten an der Essensausgabe eine Warteschlange bilden, so lassen sich die drei Vorschläge folgendermaßen modellieren:

i) Eine doppelt so starke Bedieneinheit:

ii)Zweigleiche Wartesysteme mitgetrennter Aufnahme,wobeiein Auftragvon jedem der beiden Systeme mit gleicher Wahrscheinlichkeit angenommen wird.

iii)Zwei gleiche Bedieneinheiten mit nur einer Auftragsannahme.

b) Berechnung der Verweilzeiten

i) Hierliegtein M/M/1- FCFS System vor,bei dem sich die mittlereAnzahlder Aufträge im System allgemein berechnen läßt als

MitHilfedes Satzes vonLittleerhältman daraus diegewünschte mittlereVerweilzeit eines Auftrags im System . Da nun speziell im Fall i) die Bedienrate verdoppelt ist, erhält man

und

WS mit λ 2μ

μ

WS_1 mit

WS_2 mit

2 λ

2 λ μ

μ

μ WS mit λ

E[N] = 1 - ρρ

E[U] = E[N] λ

ρ_i λ 2μ ------

= E U_i[ ] 1 λ -- λ 2μ ------ 1 λ 2μ ------ – --------------- 1 2μ λ– --------------- = =

Übung zu Betriebsprogrammierung II SS 2000 Seite 28

© 2000, Universität Erlangen Nürnberg, Informatik 4 19.6.2000 14:57

Reproduktionjeder Artoder Verwendungdieser Unterlagezu Lehrzweckenaußerhalb der Univ.Erlangen istohne Genehmigungder Autorenunzulässig

ii)Hierliegen zweivollkommenidentische Wartesysteme vor.AusSymmetriegründen können wirdaher annehmen, daß die mittlereVerweilzeitin beiden Systemen gleichist. Wirbrauchen also nur eines der beiden M/M/1- FCFS Systeme zu analysieren und erhalten, wenn wir die Ankunftsrate halbieren: und

iii)Hierliegtein M/M/2- FCFS System vor.Setzt man in die Formelfürdie mittlere AnzahlvonAufträgeninM/M/k-FCFS-Systemenspeziellk=2 einund vereinfacht dann diesen Ausdruck, so erhält man: mit Daraus folgt mit dem Satz von Little:

c) Vergleich der mittleren Verweilzeiten:

und und

Folgerung für den Verlgeich der drei Systeme:

Für ist der Verbesserungsvorschlag i)der beste, iii)ist der zweitbeste und

ii)istder schlechteste. Vorallemfürgeringe Auslastungen istder Vorschlagi)der be-

ste. Bei realistischen Werten von ist immer zum Vorschlag i) zu raten.

Umdas Studentenwerk zu entlasten, sind noch zweikritischeAnmerkungenzu unseren Modellierungsschritten angebracht: - DieAnnahme ii),daß sich die Studenten zufälligauf die beiden Linienverteilen, stimmtwohlmitder Realitätnichtüberein. Mandarf vielmehrerwarten, daß sich die Studenten nach einer gewissen Eingewöhnungszeitimmeran der kürzesten Schlange anstellen, um dadurch die persönliche Verweilzeit zu optimieren.

- Beii)und iii)istzu beachten, daß beischnellerem Abkassiereneinneuer Engpaß bei der Essensausgabe entstehen könnte. Um diese Situation zu modellieren, müßte man zweiWartesysteme hintereinanderschalten, jeweilseines fürdie Essensausgabe und eines für die Registrierkasse.

ρ_{ii} λ 2⁄ μ ---------

= E U_{ii}[ ] 1 λ 2⁄ --------- λ 2⁄ μ --------- 1 λ 2⁄ μ --------- – ------------------- 2 1 λ -- λ 2μ ------ 1 λ 2μ ------ – --------------- 2 E U_i[ ] × = = =

E N_{iii}[ ]

2ρ_{iii}

1 ρ_{iii}^2–

---------------

= ρ_{iii} λ 2μ ------ =

E U_{iii}[ ] 2 1 λ -- λ 2μ ------ 1 λ 2μ ------ 2 – ----------------------- 2 1 λ -- λ 2μ ------ 1 λ 2μ ------ – 1 λ 2μ ------ + ------------------------------------------- = =

E U_{ii}[ ] 2E U_i[ ]

= E U_{ii}[ ] 1 λ 2μ ------ + E U_{iii}[ ] = E U_{iii}[ ] 2 1 λ 2μ ------ + ---------------E U_i[ ] =

0 λ 2μ ------ 1< ≤

0 λ 2μ ------ 0.7< ≤